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Résumé. Nous proposons une méthode d’estimation non-paramétrique rapide pour
estimer la distribution des marques d’un processus de shot-noise en présence d’empilement
a partir d’'un nombre potentiellement important d’observations mais échantillonnées a
basse fréquence. A partir d’une équation fonctionnelle liant la densité des marques a
la fonction caractéristique des observations et sa dérivée, nous proposons un estimateur
de cette densité en utilisant la base des B-splines. Nous discutons de I'implémentation
pratique de l'algorithme et illustrons les performances de 'estimateur sur des données
simulées.
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Abstract. In this paper, we propose an efficient method to estimate in a nonpara-
metric fashion the marks’ density of a shot-noise process in presence of pileup from a
sample of low-frequency observations. Based on a functional equation linking the marks’
density to the characteristic function of the observations and its derivative, we propose a
new time-efficient method using B-splines to estimate the density of the underlying ~-ray
spectrum, which is able to handle large datasets used in nuclear physics. A discussion on
the numerical computation of the algorithm and its performances on simulated data are
provided to support our findings.
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Introduction

Dans ce papier, on s’intéresse a un probleme inverse non-linéaire de science nucléaire.
Dans le cadre de la spectrométrie v, un faisceau de photons, provenant de la désintégration
de noyaux radioactifs, frappe un détecteur. Chaque interaction se traduit par une im-
pulsion électrique, dont la forme dépend de la chaine d’instrumentation et du type de
détecteur, et dont 'amplitude dépend de ’énergie, totale ou partielle [5], déposée par le
photon. Le courant électrique observé est modélisé par un processus shot-noise (X¢)¢>o
défini par

Xp= Y Yih(t-T), (1)

k:Ti <t



pour lequel on suppose que

(SN-1) >°, 7, v, correspond a un processus ponctuel de Poisson homogene d'intensité A\ de
temps d'arrivée T, € R et de marques Y} indépendantes des temps d'arrivés et i.i.d. a
valeurs positives admettant une densité f appartenant a H2([0, M]) défini pour M > 0
par

M
H2([0, M]) := {f : [0, M] = R, f, f absolument continues et / 170 dt < oo} .
0

(SN-2) la réponse impulsionnelle i du détecteur est causale, intégrable et satisfait

_ —t

h(t) = O(e™) .
Un tel processus est bien défini des lors que la densité f et la réponse impulsionnelle
h satisfont conjointement la condition [min (1, |y h(s)]) f(y)dyds < oo . La figure ci-
dessous illustre la trajectoire d'un shot-noise d’intensité A = 3, de réponse impulsionnelle
h:t — 10te "1~ et dont les marques sont distribuées suivant un mélange de gaus-
siennes.

FIGURE 1 — illustration de la trajectoire d’un processus shot-noise (en rouge) et des
contributions singulieres (en bleu).

Les processus shot-noise constituent des modeles naturels dans I'étude des systemes
dynamiques pouvant étre représentés comme la convolution d'un filtre et d’'un proces-
sus ponctuel marqué. En spectrométrie 7, les marques (Yj), représentent des émissions
d’énergie ~y caractéristiques d’un ou plusieurs radionucléides. Une estimation du flux \f
permet alors d’identifier le ou les radionucléides présents en le comparant a des spectres
d’énergie connus ainsi que de quantifier I'intensité des émissions ~.

D’un point de vue statistique, nous étudions le probleme inverse suivant : a partir
d’un échantillon de pas fini Xy, ..., X,s de taille n du shot-noise défini par et sous
I’hypothese que la réponse impulsionnelle est connue, notre objectif consiste a estimer la
fonction

i=Af



Le probleme de l'identification statistique des processus shot-noise a été initié dans
[6] et, plus récemment, dans [4]. De plus, les méthodes basées sur la vraisemblance ne
sont pas applicables car la densité de la loi marginale de X, si elle existe [1], est trop
complexe a calculer. En outre, I’échantillonnage a basse fréquence du signal rend les lois
jointes de (X;); difficilement exploitables, de telle sorte que nous considérons uniquement
des méthodes reposant sur la marginale du processus. Celle-ci étant infiniment divisible, il
est tentant d’estimer le triplet caractéristique de Lévy associé (voir [8] pour les processus
de Lévy). Cependant, dans notre cas, les observations Xj, ..., X,, ne sont ni i.i.d., ni méme
Markoviennes comme dans [4] pour h(t) = e™* 1.

Procédure d’estimation

Nous proposons ici une méthode plus générale que [4] permettant d’estimer la den-
sité fy. Sans perte de généralité (quitte a modifier I'unité de temps et 'intensité), nous
supposons que la fréquence d’échantillonnage =! = 1 et le support de f est inclus dans
I'intervalle [0,1]. Il est possible d’exprimer analytiquement la fonction caractéristique ¢
de la loi marginale de Xg. Pour tout réel u, on a

(1) = E [6"] — exp ( /0 ) /0 o) _ 1] fﬂx)dxds) | @)

Sous 'hypothese que [ |z]fx(z)dz < oo, une dérivation de conduit a 1 équation fonc-
tionnelle

gw) =Ky [fi](w) ., uweR,
ou g = ¢'/p et K} correspond a un opérateur linéaire dépendant seulement de h défini
par

Ky:f— {u — /00 /1 ixh(s)ei“”h(s)f(x)dxds] :
o Jo

En pratique, on dispose seulement dune version bruitée g, de la fonction g obtenue
par une méthode “plug-in” ou ¢ et sa dérivée sont respectivement remplacées par la
fonction caractéristique empirique associé aux observations Xi,..., X, et sa dérivée. Le
cadre général de ce type de probleme est étudié dans [7] : les auteurs supposent qu’il est
possible de construire des estimateurs sans biais de la fonction g ainsi que d’exprimer la
décomposition en valeurs singulieres de 'opérateur K. Ces deux hypotheses n’étant, en
général, pas vérifiées, nous proposons de construire un estimateur de f) a partir d’'une
grille finie de N points d’évaluation {u;, i € 1,..., N} pour lesquels on considere les
équations
gn(ui) = K [[a] (wi) + €nlui), 1€ {1,...,N},

ou €(uy),...,e(uyn) sont les erreurs d’estimation de g(u;) par ¢ (u;)/¢n(u;) pour i =
1,..., N. En particulier, le résultat suivant assure que le vecteur normalisé des erreurs
peut étre approché par un vecteur gaussien centré et corrélé.
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Proposition 1. Soit A > 0 et Xy,---, X, des échantillons du processus shot-noise défini
par (1)) satisfaisant les hypothéses|(SN-1), [(SN-2) et E[|Y1]*""] < oo pour un certain n >
0. Soient ¢ et @' respectivement la fonction caractéristique de X, et sa dérivée. Alors,
pour tout entier N et tout N-uplet de réels uw= (uy, - ,uy), on a

Vi (en(ur), ... en(un)) = Z(u) ,

ot Z(u) est un vecteur gaussien centré a valeurs complezes et de matrice de covariance
notée W(u).

Par souci de concision, nous omettons ici I'expression exacte de W(u). Il est possible
de l'estimer de différentes manieres : “plug-in”, méthodes des moments généralisée ou
bootstrap. Cette derniere est utilisée dans les applications numériques qui suivent.

Paramétrisation par des B-splines

Comme f) appartient a Pespace fonctionnel Hilbertien H = H?([0,1]), le probleme
d’estimation se traduit de la maniere suivante

fan(@) = arjgerg[in 19 (w) — Knl /1@l + all 13 , (3)

ou || f|3, := fol | £”(t)? dt. Nous proposons d’estimer f, en I'approchant par des fonctions
appartenant a la base des B-splines, suggérée par une similarité de notre probleme avec
[2]. Etant donné deux entiers ¢, k et un ensemble de points t = (t1,...,tx) appelés neuds
tels que t; < --- < tp , Uespace S{ des B-splines de degré q associé aux neuds t est
'ensemble des fonctions v qui s’écrivent sous la forme

o(t) = ijB;{k(t) = W'B(t) ,

pour (Wi, ... ,Wktq) un vecteur de réels et ol les fonctions (B, ..., By, ,) satisfont les
relations

1 si t;<t<ty
Bj(t) == { LSS ER powr =0,

J 0 sinon

Bj,l(t) = iBj,l_ﬂt) + MB];H,Z_l(t), pour l S {1, ce ,q}.
tivi — 1 tivirr =t
Trois raisons motivent une telle paramétrisation : d'une part, les fonctions (B;,), <j<hiq
(pour k,q et t donnés) sont a support compact (ce qui permet dans les applications
nucléaires de modéliser efficacement la résolution du détecteur, connue a priori), d’autre
part il existe une relation linéaire entre la dérivée d’'une B-spline d’un certain ordre et
les B-splines de I'ordre inférieur. En outre, ’espace des B-splines permet d’approcher les
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fonctions de ‘H a une précision donnée. Ainsi, il est possible de construire un estimateur
de f\ capable de s’adapter a la régularité locale de la fonction cible via

fan(a) == @na(a)'B
ol Wy, () est solution du probleme de minimisation quadratique

k
21+ aw’ Dy w
n

W (@) = argmin||gn(u) — Kn[B](u)"w

k+q
w€R+

: (4)

et ou D’;ﬂ est une matrice dépendant seulement de k et ¢. Afin de choisir la pénalité «,
le probléme de minimisation (4] appartient a la classe de ceux abordés dans [9]. Pour un
nombre fini de pénalités oy, ..., a,, on choisit celle qui minimise la fonction de validation
croisée généralisée

B ‘|§n(ﬂ)—An(a)§n(ﬂ)H€V;1

CV(a) = (1-Tr(An(a))/N)?

ot A,(a) = K,[B] (Kh [B"W,'K,[B] + aD§+Q) K, [B'W, .

Implémentation et résultats numériques

La procédure décrite dans la section précédente et résumée dans le pseudo-code ci-
dessous comporte un certain nombre d’hyperparametres pour lesquels nous proposons un
choix efficace sur des données simulées.

Algorithm 1 Estimateur par B-splines
Entrées : Observations Xi, - -+, X,, du shot-noise,

1. Choix de A,, > 0. Calcul de I'histogramme (H;);cz d’intervalle A, basé sur les observations
Xq, oo, X H; .= {X € [Ani; Ap(i +1)]}/n et de (dH;);ecz définie par dH; = AiH,;.
2. Choix de N := 2'°8(") et calcul de ¢ = FFT(H, N), dp = FFT(dH, N).

Pour k= 1,-++, N, on définit g, (252 ) 1= %= .

3. Choix du nombre de nceuds £ = NV, du degré ¢ = 3 et calcul de la matrice de design
(Kp[Bjql(2n(i—1)/NA)); j pour i € {1,...,N}, je{l,...k+q}.

4. Calcul de Wn par Bootstrap.

5. Estimation des @, (a) pour o € {2715, ... 215} via ([4]) et choix par validation croisée généralisée.

Nous illustrons la performance des estimateurs sur des données simulées pour un pro-
cessus shot noise d’intensité A = 3, de réponse impulsionnelle i : t — 10te™'%1,5( et dont
les marques possédent une densité f = 0,7V (0,3;2,5.107%) + 0,3N (0,6;2,5.107%) , on
N (u; 0%) correspond A la densité d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne y et de
variance o2. Les figures ci-dessous illustrent les différentes densités obtenues ainsi qu'un
diagramme en boite de l'erreur quadratique moyenne intégrée entre fn,,\ et f\ pour 100
itérations indépendantes de 'algorithme présenté et différentes tailles d’échantillons.
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FIGURE 2 — De gauche a droite : estimation du flux f\ pour n € {10°,10°,107} - boxplot
de Perreur || f, x — fill3 pour n € {10,105, 5.10°}.

Outre que fn,k converge vers fy, nous observons que l’estimateur retrouve les modes
de la fonction f), méme en présence d’'un nombre restreint d’observations. Ceci présente
un intérét dans les applications de spectrométrie v, car permet d’identifier les pics ca-
ractéristiques d’un radionucléide donné.
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