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Résumé. Echantilloner des lois en grandes dimensions est devenu un pré-requis dans
les applications des statistiques Bayésiennes au machine learning. Dans de nombreuses
cas la distribution a posteriori est log-concave, la log-vraissemblance étant méme de plus
gradient Lipschitz. Cependant, les distributions a priori induisant de la sparcité ne sont pas
en général smooth. Les pénalités classiques sont celles associées au probleme du LASSO ou
de I’élastic net. Nous exposerons dans cette présentation des méthodes pour échantillonner
de telles lois, qui proviennent de I'état de 'art des procédures d’optimisation en grande
dimensions. Des bornes explicites en variation totale et en distance de Wasserstein seront
aussi introduites. Une intention toute particuliere sera d’expliciter la dépendence de ces
bornes en la dimension. Ces méthodes seront appliqués a probleme de déconvolution en
image. Travaux en collaboration avec Eric Moulines et Marcelo Pereyra.

Mots-clés. diffusion de Langevin, méthode de Monte Carlo par chaine de Markov,
Metropolis Adjusted Langevin Algorithm, taux de convergence.

Abstract. Sampling over high-dimensional space has become a prerequisite in the
applications of Bayesian statistics to machine learning problem. In many situations of
interest, the log-posterior distribution is concave. The likelihood part is generally smooth
and gradient Lipshitz while the prior is concave but typically not smooth (the archetypical
problem is the LASSO or the elastic-net penalty, but many other problems can be cast
into this framework). We will describe methods to sample such distributions, which are
adapted from the state-of-the-art optimization procedures which have been developed in
this context. We will also provide convergence in Wasserstein distance to the equilibrium,
showing explicitly the dependence in the dimension of the parameter space. Joint work
with Eric Moulines et Marcelo Pereyra.
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1 Résumé long

Dans le cadre de 'inférence bayésienne, il est nécessaire d’échantilloner une loi connue
a une constante pres. En effet, a partir d’'une loi de N € N observations yi,--- ,yn



paramétrée par un parametre 6 € RY p((yv;)1<i<n|0), et d'une loi & priori de densité p,
sur ce parametre, une nouvelle loi a posteriori 7 est donnée par la formule de Bayes par
la densité encore notée 7 :

p((Yi)1§i§N|9)p*(9)
Z

Cependant, sauf dans le cas de lois conjuguées, la constante de normalisation Z n’est pas
calculable. Les algorithmes de Monte Carlo par chaine de Markov (MCMC) sont alors de-
venus des outils fondamentaux pour échantilloner de telles lois. Mais avec I’augementation
ces dernieres années des capacités computationnelles et de la complexité des modeles, la
dimension des parametres a inférer et donc des lois a échantillonner, deviennent de plus
en plus importantes, ce qui impacte fortement la convergence des méthodes MCMC clas-
siques, comme le random walk Metropolis ([10]-[16]). Nous nous concentrerons dans cet
exposé a 1’étude de la méthode MCMC basée sur la discrétisation de ’équation de Lan-
gevin associée a la distribution a posteriori.

Supposons que la densité de 7 est positive sur R? et est donc sous la forme z
e U@/ fRd e U®Wdy avec un potentiel U : R? — R continiiment différentielle. L’équation
de Langevin associée a 7 est I’équation différentielle stochastique définie par :

m(0) =

, ou Z = /dp((yi)1§i§N|9)p*(9)d0 :
R

Ay}t = —vU(y})dt + vV2dB? (1)

ot (B¥);>o est un mouvement standard brownien de dimension d. Sous des hypotheses
faibles sur U, cette équation possede une unique solution forte, et le semi groupe associé
est réversible par rapport a 7 et est ergodique [9]. En outre lorsque U est convexe, ce
qui est le cas dans un certain nombre de modeles en statistique, des taux exponentiels en
total variation et en distance de Wasserstein ont été établis. Ces taux dont la dépendance
en la dimension d est explicite, ont été récemment obtenus en utilisant des inégalités
fonctionnelles, tels que les inégalités de Poincaré et log-Sobolev (cf. [1, B] [2]) ou par
couplage [6]. Le comportement en temps long du semi groupe associé a 1’équation de Lan-
gevin est a la base de ’algorithme de Langevin non-ajusté. Cet algorithme est la méthode
MCMC qui utilise la discrétisation de Euler-Maruyama de , pour échantillonner 7.
Cette discrétisation définie une chaine de Markov (Xj)r>o par :

X1 = X = Y1 VU (XR) + v/ 2%41 2k (2)

ol (Z)k>1 est une suite i.i.d. de variables aléatoires standard Gaussienne de dimension d
et (Vk)k>1 est une suite décroissante de pas, qui est soit constante ou tend vers 0.

Cette méthode a d’abord été proposé pour des applications en physique statistique par
[T7] et ensuite introduite en statistique computationnelle par [7] et [§]. Elle a déja retenu
I’attention de nombreux travaux. A pas constant, ’étude de la chaine de Markov définie
par a été faite dans [I§] et [I1]. Dans ce cas, sous des conditions appropriés sur U, la
chaine est V-géométriquement ergodique et converge vers une loi invariante 7., différente
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de 7. [14] et [13] ont aussi montré la convergence faible de la mesure empirique associée
pour des fonctionnelles suffisamment régulieres vers m, dans le cas des pas décroissants
tendant vers 0. Récemment sous I’hypothese que le potentiel U est fortement convexe, [4]
a obtenu des bornes non-asymptotiques en total variation entre la loi de la chaine définie
par et m. Ces bornes sont accompagnées d’une étude précise de la convergence en
fonction de la dimension.

Nous présenterons une extension de ces différents résultats sous différentes hypotheses
sur le potentiel U. En particulier, nous obtenons une étude de la convergence en fonction
de la dimension similaire a [4] dans le cas ou le potentiel U est simplement convexe.
Dans le cadre de pas constants, nous exposerons aussi une borne explicite en V' norme
entre la loi invariante 7, de (2)) et 7. Dans une seconde partie, nous proposerons un
nouvel algorithme pour échantillonner une loi log-concave dont le potentiel n’est pas
nécessairement contintiment différentiable. Cet algorithme est construit en s’inspirant des
nouvelles techniques d’optimisation en grande dimension. Ces techniques utilisent comme
outil essentiel, les opérateurs proximaux. Pour conclure, des bornes non-asymptotiques
pour cet algorithme seront aussi introduites.
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