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Résumé. Le mouvement brownien multifractionnaire (mBm) est une généralisation
du mouvement brownien fractionnaire (fBm) pour laquelle l’indice de Hurst H est rem-
placé par une fonction du temps H(t). On observe un indice de Hurst dépendant du temps
dans différentes applications. En finance quantitative, on constate que l’indice de Hurst
varie entre 0, 45 et 0, 65. Le mouvement brownien avec H = 1/2 correspond à l’hypothèse
d’efficience des marchés, tandis que les périodes avec un indice de Hurst différent de 1/2
s’expliquent par des arguments d’économie comportementale.

Pour un indice de Hurst H(t) dépendant du temps, les méthodes d’estimation clas-
siques consistent à localiser l’estimation de cet indice sur un petit voisinage autour de
l’instant t pour obtenir un estimateur Ĥ(t).

On ignore alors si les fluctuations de Ĥ(t) reflètent la réalité ou sont un artefact
statistique correspondant à un sur-apprentissage. Nous construisons un test qui rejette
asymptotiquement cet estimateur näıf Ĥ(t).

Mots-clés. Mouvement Brownien fractionnaire, Mouvement brownien multifraction-
naire, indice de Hurst, sur-apprentissage, sélection de modèles

Abstract. The multifractional Brownian motion (mBm) can be viewed as a generali-
sation of the fractional Brownian motion (fBm) where the Hurst index H is replaced by a
time-varying function H(t). A time-varying Hurst index is encountered in different kinds
of applications: In quantitative finance for instance, it has been shown that the Hurst
index estimated on sliding windows is varying with time between 0.45 and 0.65. Theo-
retical explanations are developed by economists. To sum up, periods with a Hurst index
that significantly differs from H = 1/2 can be explained by behavioural finance, whereas
the case H = 1/2 corresponds to Brownian motion and the hypothesis of efficience of
financial markets.

For such a time-varying Hurst index, the methods of estimation developed up to now
localize the estimation of Hurst index on a small vicinity giving a naive estimator Ĥ(t).

Actually, we can not know whether fluctuations of Ĥ(t) reflect reality or are just artifact

of the statistics. We build a test that asymptotically rejects the naive estimator Ĥ(t).

Keywords. Fractional Brownian motion, Multifractional Brownian motion, Hurst
index, Overfitting, Model selection
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1 Introduction

Le mouvement brownien multifractionnaire (mBm) est une généralisation du mouvement
brownien fractionnaire (fBm) pour laquelle l’indice de Hurst H est remplacé par une
fonction du temps H(t), cf. [5, 14]. On rencontre un indice de Hurst variable dans
différents types d’applications :

• En turbulence, [13] modélise la vitesse du vent par un mBm avec un indice de Hurst
dépendant du temps.

• Dans une étude statistique en dynamique magnétosphérique [15], un changement
brusque de l’indice de Hurst peut être observé quelques heures avant un orage
magnétique dans le vent solaire.

• En biologie des systèmes, [11, 12] modélisent la diffusion uni-dimensionelle par un
mBm avec un indice de Hurst constant par morceaux ou variable.

• En finance quantitative, [8] a montré que l’indice de Hurst estimé sur des fenêtres
glissantes varie en fonction du temps entre 0,45 et 0,65.

Concernant le dernier point, des justifications théoriques ont été développées par des
écomomistes dans [7, 10]. En résumé, les possibilités d’arbitrage existent pour le fBm
lorsque l’indice de Hurst H est constant et connu à l’avance, mais n’existent plus lorsque
celui-ci varie en fonction du temps, voire est aléatoire. De plus, les périodes pour lesquelles
l’indice de Hurst est significativement différent de H = 1/2 qui correspond au mouvement
brownien et à l’hypothèse d’efficience du marché, peuvent être analysées via la finance
comportementale. Lorsque H(t) < 1/2, le marché réagit de manière excessive, témoignant
un manque de confiance des investisseurs, alors que lorsque H(t) > 1/2, le marché réagit
trop faiblement, reflétant un excès de confiance.

2 Estimation de l’indice de Hurst et sur-apprentissage

La méthode classique pour estimer un indice de Hurst dépendant du temps H(t) consiste

à localiser l’estimation de l’indice de Hurst Ĥ sur un voisinage V(t, ε), asymptotiquement

petit, du point t, cf. [4, 9]. Ceci donne l’impression que l’estimateur Ĥ(t) est lui-même un
processus stochastique, ce qui a suggéré l’introduction de modèles de mouvement brownien
fractionnaire avec un indice de Hurst stochastique, cf. [1, 2, 3]. Il est malheureusement
impossible d’affirmer qu’il s’agit vraiment d’un indice de Hurst irrégulier et non d’un
phénomène de sur-apprentissage, comme le montre la figure 1. Cette fluctuation autour
de la valeur théorique de l’indice de Hurst (i.e. H(t) = 0, 7 pour tout t) s’explique par
un théorème central limite fonctionnel. Prenons par exemple la variation quadratique
généralisée et l’estimateur par régression linéaire sur plusieurs échelles défini dans [9]. On
a alors le théorème central limite fonctionnel suivant :
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Figure 1: Estimation d’un indice de Hurst dépendant du temps H(t) pour un fBm avec
un indice de Hurst constant H = 0, 7.

Théorème 2.1 (Coeurjolly, 2005–2006) Soit (tk = k/n)k=1,...,n une famille de temps
d’observation, X = BH(t) un mouvement brownien multifractionnaire d’indice de Hurst
0 < H(t) < 1 avec H ∈ C1

(
[0, 1], (0, 1)

)
, a = (1;−2; 1) le filtre d’ordre 2 dont les variations

quadratiques sont

Vn(t, a) :=
1

vn

∑
tk∈V(t,εn)

∣∣X(tk)− 2X(tk−1) +X(tk−2)
∣∣2.

Alors, en posant

Ĥn(t) =
At

2AAt

(
ln(Vn(t, a)

)
j=1,...,M

on obtient Ĥn(t)
p.s.−→
n→∞

H et

√
2nεn ×

(
Ĥn(t)−H(t)

)
D−→

n→∞
G′(t) (1)

où G′(t) est processus gaussien centré de structure de variance/covariance donnée par

Var(G′(t)) = γ(H(t)) pour tout t ∈ (0, 1),

cov(G′(t1),G′(t2)) = 0 pour tout (t1, t2) ∈ (0, 1)2 avec t1 6= t2,
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avec

γ(H) =

(
1

πaH(0)2

∑
k∈Z

πaH(k)2

)
× At(UU t)A

4‖A‖4
(2)

=
−1

2(4− 22H)

∑
k∈Z

(
|k − 2|2H − 4|k − 1|2H + 6|k|2H − 4|k + 1|2H + |k + 2|2H

)

× At(UU t)A

4‖A‖4

πaH(k) := −1

2

2∑
q=0

2∑
q′=0

aq aq′ |q − q′ + k|2H ,

le vecteur ligne A étant défini par Aj = ln(j) − 1

M

M∑
ν=1

ln(ν) pour j = 1, . . . ,M et U =

(1, . . . , 1).

Donc, même si H(t) est constant, on trouve un estimateur qui est un processus Ĥn(t)
qui converge vers un processus stochastique gaussien, ce qui explique le phénomème de
sur-apprentissage de la figure 1.

3 Test d’admissibilité et sélection d’un modèle d’indice

de Hurst dépendant du temps

On déduit également du théorème 2.1 que la norme L2 de la différence converge après
renormalisation , i.e.

lim
n→∞

E

[
1

n

n∑
k=1

|Ĥn(tk)−H(tk)|2
]

=

∫ 1

0

γ
(
H(t)

)
dt. (3)

Preuve. cf. [6]. �

De plus on a le théorème central limite suivant

Théorème 3.1 Avec les hypothèses et notations du théorème 2.1, on a

(2nεn)×
[
1
n

∑n
k=1 |Ĥn(tk)−H(tk)|2

]
−
∫ 1

0
γ
(
H(t)

)
dt[(

2
n

)
×
∫ 1

0
γ
(
H(t)

)2
dt
]1/2 D−→

n→∞
N (0, 1), (4)

où γ(H) est donné par la formule (2).
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Preuve. La démonstration est donnée dans [6]. �

On en déduit un test d’adéquation pour un indice de Hurst dépendant du temps. Plus
précisément, on veut tester si H̃(·) est un modèle admissible, c’est-à-dire tester

(H0) : H̃(·) = H(·) versus (H1) : H̃(·) 6= H(·).

On utilise la statistique de test Tn(H̃) définie par

Tn(H̃) =
(2nεn)×

[
1
n

∑n
k=1 |Ĥn(tk)− H̃(tk)|2

]
−
∫ 1

0
γ
(
H̃(t)

)
dt((

2
n

)
×
∫ 1

0
γ
(
H̃(t)

)2
dt

)1/2
. (5)

Le théorème 3.1 signifie que sous l’hypothèse nulle, on a

Tn(H̃)
D−→

n→∞
N (0, 1).

Par contre, il est plus délicat de calculer la puissance du test, car H(·) ∈ C([0, 1]) est un
espace vectoriel topologique de dimension infini.

En conclusion, on a mis en évidence un phénomène de sur-apprentissage pour l’indice
de Hurst dépendant du temps par l’estimateur obtenu par localisation de l’estimateur de
la variation quadratique généralisée. On a également proposé un test d’adéquation d’un
modèle d’indice de Hurst dépendant du temps. Il sera ensuite possible d’utiliser ce test
d’adéquation pour développer des méthodes de sélection d’un modèle d’indice de Hurst
variable avec le temps.

————————————————————————–
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