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Résumé. Dans cet exposé, je rappelle les résultats fondamentaux concernant les
propriétés asymptotiques des distributions a posteriori dans le cadre de la statistique
bayésienne non-paramétrique. Le but de mon exposé est de présenter les outils et d’expli-
quer les arguments clés qui permettent l'obtention des vitesses de concentration a poste-
riori.

Mots-clés. Loi a posteriori, tests asymptotiques, voisinage de Kullback, vitesse de
concentration.

Abstract. In this talk, I recall the basic results about the asymptotic properties of
posterior distributions in the Bayesian nonparametric setting. The goal of my talk is to
present technical tools and key arguments to derive posterior concentration rates.

Keywords. Posterior distribution, asymptotic tests, Kullback neighborhood, concen-
tration rate.

1 Introduction

L’approche non-paramétrique de la statistique bayésienne a pris une grande ampleur
ces dernieres années et ses applications ont essaimé dans divers champs disciplinaires
comme la biostatistique, la physique, les neurosciences ou ’apprentissage. De nombreuses
monographies, dont ce texte s’inspire, proposent des entrées en matiere diverses qui per-
mettent de comprendre les apports méthodologiques de la statistique bayésienne non-
paramétrique ainsi que quelques illustrations applicatives (voir par exemple Dey et al.
(1998), Ghosh et Ramamoorthi (2003), Hjort et al. (2010) ou Rasmussen et Williams
(2006)). Pour accompagner 1’élaboration de modeles plus sophistiqués, la compréhension
des propriétés théoriques de ces modeles devient un enjeu crucial. Pour cela, on peut se
placer, paradoxalement, dans un cadre fréquentiste qui consiste a postuler I’existence d’un
vrai modele et on étudie alors les propriétés asymptotiques des distributions a posteriori
lorsque la taille des observations devient de plus en plus élevée.

Plagons-nous dans le modele statistique (€2, B,Pén), 0 € ©) dépendant d’un index n
qui nous permettra l’étude de comportements asymptotiques. Nous noterons respective-
ment Eé”) et Varé") I’espérance et la variance associées a Pé”). On suppose que le modele



est dominé par une mesure o-finie (™ sur 2, et on écrit fe(") la densité de ]P’é")

a 1™ et, pour un jeu d’observations X",

0,(8) = log fiM(X™)

par rapport

la log-vraisemblance associée. Nous munissons © d’une tribu A et d’une loi a priori II.
Alors la distribution a posteriori s’écrit, pour tout A € A,

_ [u s (X))

Jo J3" (XC)dTI(6)
Suivant I’approche fréquentiste, on note dans la suite 8y € © la vraie valeur du parametre.
On peut alors introduire la notion de vitesse de concentration (ou de contraction) de la

loi a posteriori. Pour cela, on munit © d’une distance d et on suppose donnée (¢,), une
suite tendant vers 0 lorsque n tend vers +oo.

(AlX™)

Definition 1. La distribution a posteriori I1(-|X™) se concentre a la vitesse €, s’il existe
une constante M > 0 telle que, lorsque n tend vers 400,

{6 : d6,00) > Me,| X"} -0
en probabilité sous Péz).

Bien évidemment, la vitesse de concentration ¢, dépendra du parametre 6y, en parti-
culier lorsque ce dernier est fonctionnel mais également des propriétés de la loi a priori 11.
Le calcul de vitesses de concentration offre plusieurs avantages. Tout d’abord, de maniere
évidente, il permet de mettre en valeur certains modeles a priori et d’en disqualifier
d’autres. Par ailleurs, sous de faibles hypotheses, on peut déduire la convergence du risque
fréquentiste a la vitesse €, des estimateurs bayésiens classiques comme la moyenne ou la
médiane de la loi a posteriori (voir Ghosal et al. (2000)). Enfin, il permet de comprendre
le comportement des ensembles de crédibilité bayésiens (voir Rousseau (2016)).

La section suivante présente les conditions permettant I’obtention de vitesses de concen-
tration.

2 Résultats principaux

Dans toute la suite, on se donne (e,), tendant vers 0 telle que ne? — +oo. Com-
mengons par présenter le résultat fondateur établi par Ghosal et al. (2000) et étendu
ensuite par Ghosal et van der Vaart (2007). Pour cela, considérons le modele de densité :
On observe un n-échantillon X, ..., X, de densité f que I'on cherche a estimer pour la
distance de Hellinger notée h. Pour tout ensemble de densités F et pour tout € > 0, on
note D(¢, F) le nombre maximal de densités de F telles que pour chaque paire de cet
ensemble leur distance de Hellinger est au moins égale a €. On a alors le résultat suivant
pour II une loi a priori sur F.



Théoreme 1. Soit fy € F. On suppose qu’il existe une constante C' > 0 et pour tout n,
un sous-ensemble de densités F,, C F tels que

log D(e,, Fn) < neé, (1)
I(F\ Fp) < exp(—(C + 4)né?), (2)

1 {f o (J;?fj))) piitr <, [1og (";?((j))) fol)dz < 2} > exp(—Cné).  (3)

Alors, pour M constante suffisamment grande, on a :

H{f : ]’L(f, fg) > M€n|X1,. .. ,Xn} —0
en probabilité lorsque la densité des X; est fy.

Les conditions (1) et (3) sont les plus importantes. La condition (2) signifie que le
support de IT est approximativement F,,. L’hypothese (3) exprime le fait que la masse des
voisinages de fj sous la loi a priori n’est pas trop faible. Les voisinages sont définis a ’aide
de la divergence de Kullback-Leibler qui apparait naturellement dans une approche fondée
sur la vraisemblance. La condition (1), que 'on peut exprimer en termes d’entropie, mesure
la complexité du modele F,,. Elle permet de garantir I'existence de tests asymptotiques
essentielle a la démonstration du résultat. Dans cet esprit, en reprenant les notations de
la Section 1, on obtient la généralisation du théoreme précédent (voir Rousseau (2016)).

Théoreme 2. Supposons qu’il existe une constante ¢c; > 0, et pour tout n, une fonction
test ¢, et ©, C O avec les propriétés suivantes :
— L’ensemble ©,, constitue une bonne approrimation de © :

(6 0,) = ofexp(—(c1 + 2)ne?).
— Le test ¢, constitue un test de séparation suffisamment puissant :

E(az) [9n] = o(1), Sup ES[1 — ¢,] = o(exp(—(c1 + 2)ne?).
0€0O,, d(6o,0)>Men

— La loi a priori “charge” suffisamment les voisinages de Kullback de 6y :
I1{6: KL(6,0) < ne.., Va(o,0) < nes} > exp(—cine,),
avec

KL(00,0) = By [0.(00) — £a(6)], Vallo,0) = Varly (0,(00)  £.(6)).



Alors, lorsque n tend vers 400,

{0 d(0,0p) > Mey| X"} — 0

en probabilité sous IP’(HZ).

L’exposé consistera a présenter la démonstration de ce résultat ou d'une de ses va-
riantes comme celle que proposée par Rivoirard et Rousseau (2012). Si je dispose de
suffisamment de temps, j'exposerai une version étendue de ce résultat a des processus
de comptage (voir Donnet et al. (2015)) ou pour I'approche bayésienne empirique (voir
Donnet et al. (2016)).
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