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Résumé. On donne la caractérisation des familles exponentielles naturelles, engen-
drées par une distribution infiniment divisible, par leur mesure de Lévy modifiée. Ceci
mène à leur caractérisation par leur fonction de variance généralisée, définie comme le
déterminant de la fonction de variance. On obtient ce résultat en utilisant un principe du
maximum permettant de prouver l’unicité de solutions de problèmes de Monge-Ampère
particuliers.

Mots-clés. Mesure de Lévy modifiée, équation de Monge-Ampère, principe du maxi-
mum.

Abstract. The natural exponential families generated by an infinitely divisible distri-
bution are characterized by the modified Lévy measure which leads to the characterization
by the generalized variance function. The result is obtained by using maximum principle
to prove the uniqueness of a solution in particular Monge-Ampère problems.
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1 Introduction
Il est bien connu que la matrice de variance-covariance représente une mesure de

dispersion dans le cadre d’études multivariées. La variance généralisée, définie comme
le déterminant de cette dernière, en est une autre. Introduite par Wilks (1932) dans
un cadre gaussien, elle est depuis, bien présente dans la littérature. Par exemple, Jafari
(2012) a proposé une inférence sur le quotient de deux variances généralisées émanant de
deux populations gaussiennes indépendantes, puis dépendantes. Alfaro et Ortega (2012)
l’ont employée pour détecter des observations hors-contrôle en qualité dans un cadre non
gaussien. Quant à Arvanitis et Afonja (1971), ils ont mis en évidence son importance dans
la théorie des sondages stratifiés.

Partant du fait que la fonction de variance (i.e. l’écriture de la matrice de variance-
covariance en fonction de la moyenne) caractérise complètement certaines familles de lois
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de probabilité, appelées familles exponentielles naturelles (FENs), nous montrons que la
fonction de variance généralisée caractérise également, sous certaines conditions, les FENs.
Pour arriver à ce résultat nous établissons, dans un premier temps, une caractérisation
des FENs par la mesure de Lévy modifiée (voir plus bas pour la définition). Il est à noter
que notre résultat généralise certains cas particuliers traîtés par Kokonendji et Masmoudi
(2006) et plus récemment par Ghribi et Masmoudi (2010) et Kokonendji et Masmoudi
(2013).

2 Résultats
Nous commençons par donner un rappel rapide du cadre des FENs. Nous donnons

ensuite la définition de la mesure de Lévy modifiée ainsi que son rôle dans la caractérisation
des FENs. Enfin le résultat de caractérisation par la fonction de variance généralisée est
énoncé. On se placera toujours dans le cas où les FENs sont générées par des mesures
infiniment divisibles. Cette hypothèse, non restrictive en terme d’application (les familles
infiniment divisibles regroupant beaucoup de lois de probabilité bien connues), permet de
s’appuyer sur un résultat central proposé par Hassairi (1999).

2.1 Familles exponentielles naturelles et mesure de Lévy modi-
fiée

Soit µ ∈M(Rk) oùM(Rk) est l’ensemble des mesures positives σ-finies définies sur les
boréliens de Rk, non concentrées sur un hyperplan. Notons Lµ(θ) :=

∫
Rk exp(θ>x)µ(dx)

la transformée de Laplace de µ. Pour θ ∈ Θµ = int{θ ∈ Rk, Lµ(θ) < +∞}, on définit la
fonction génératrice des cumulants de µ par κµ(θ) = lnLµ(θ).

Définition 2.1 Une FEN F = F(µ) engendrée par µ ∈M(Rk) est l’ensemble des lois de
probabilité de la forme

P (θ, µ)(dx) = exp[θ>x− κµ(θ)]µ(dx),

avec θ ∈ Θµ.

Pour tout θ ∈ Θµ, l’espérance de P (θ, µ) est donnée par le gradient ∇κµ(θ) et sa
matrice de variance-covariance par la hessienne ∇2κµ(θ). L’application τµ : θ 7→ ∇κµ(θ)
est alors une bijection de Θµ dans MF = ∇κµ(Θµ) dont l’inverse est notée par ψµ. Ainsi
m = τµ(θ) est une autre paramétrisation de la FEN F = {P (m,F), m ∈ MF} que l’on
appelle paramétrisation par la moyenne. Dès lors, on peut écrire la matrice de variance-
covariance de P (m,F) comme une fonction de m, c’est-à-dire VF : m ∈ MF 7→ VF(m) :=
∇2κµ(ψµ(m)). On appelle cette dernière fonction de variance de la FEN F. En prenant
son déterminant, on définit alors la fonction de variance généralisée de F.
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Le théorème suivant, énoncé par Hassairi (1999), permet de définir la mesure de Lévy
modifiée associée à une FEN.

Théorème 2.1 (Hassairi, 1999) Soit µ ∈ M(Rk) une loi de probabilité infiniment di-
visible engendrant une FEN F = F(µ). Il existe alors une mesure positive ρ(µ) définie sur
les boréliens de Rk telle que

det∇2κµ(θ) = Lρ(µ)(θ), pour tout θ ∈ Θµ = Θρ(µ).

La mesure ρ(µ) est alors appelée mesure de Lévy modifiée associée à µ.

2.2 Caractérisations des familles exponentielles naturelles
Dans le Théorème 2.1, il y a un parallèle à faire entre l’égalité det∇2κµ(θ) = Lρ(µ)(θ),

pour tout θ ∈ Θµ = Θρ(µ), et une équation de Monge-Ampère particulière de la forme

det∇2u = f,

où l’inconnue u est une fonction C∞ et f est une fonction positive donnée, définie sur un
domaine convexe borné Ω. On pourra se référer à Gutiérrez (2001) pour plus de détails sur
ce type d’équations. Notre résultat de caractérisation est donné par le théorème suivant :

Théorème 2.2 Soit µ une mesure σ-finie deM(Rk), infiniment divisible et engendrant
une FEN F = F(µ). Alors la mesure de Lévy modifiée associée à µ caractérise F.

La preuve se base sur le fait que, comme µ est supposée infiniment divisible, le Théo-
rème 2.1 d’Hassairi s’applique. Connaissant la mesure de Lévy modifiée, on peut alors
poser le problème de Monge-Ampère suivant

det∇2u(θ) = Lρ(µ)(θ) ∀θ ∈ Θµ

lim‖θ‖→∞, et θ∈Θµ
u(θ)
u0(θ) = 1

limd(θ,∂Θµ)→0
u(θ)
u0(θ) = 1,

(1)

où u0 = κµ est une solution particulière. Le lemme suivant, dû à Caffarelli et al. (1985),
donne le principe du maximum pour les équation elliptiques de second ordre, dont l’équa-
tion de Monge-Ampère est un cas particulier.

Lemme 2.1 (Caffarelli et al., 1985) Soit Ω un domaine borné, convexe et régulier de
Rk. Supposons que pour tout x ∈ Ω, det∇2v(x) < f(x) où f est une fonction positive et
où u satisfait det∇2u(x) = f(x). Si u ≤ v sur ∂Ω, alors u ≤ v sur Ω.

On se donne alors une autre solution u du problème (1). D’après les conditions aux limites,
pour tout n ∈ N, l’inégalité

un(θ) =
(

1− 1
n

)
u(θ) ≤ u0(θ) ≤

(
1 + 1

n

)
u(θ) = un(θ). (2)
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est vraie en dehors d’un certain domaine ΘMn,δn (voir la Figure 1 pour une illustration en
2 dimensions). Cette inégalité reste donc vraie sur la frontière d’un ensemble suffisamment
lisse Θn contenant ΘMn,δn et inclus dans Θµ. Comme un et un sont respectivement des
sous-solutions et sur-solutions de (1), par le Lemme 2.1, l’inégalité (2) est également vraie
à l’intérieur de Θn. En passant à la limite, ΘMn,δn tend vers Θµ et nous avons u = u0
grâce à l’inégalité (2).

Figure 1 – Domaines Θµ (ligne pleine), ΘMn,δn (pointillés) et le domaine lisse Θn inclus
dans Θµ et contenant ΘMn,δn

La caractérisation par la fonction de variance généralisée d’une FEN est alors une
simple conséquence du Théorème 2.2.

Corollaire 2.1 Soit µ une mesure σ-finie de M(Rk), infiniment divisible et engendrant
une FEN F = F(µ). Alors la fonction de variance généralisée m ∈ MF 7→ detVF(m)
caractérise F.

La preuve de ce corollaire est une simple adaptation de celle du Théorème 2.2 en consi-
dérant la paramétrisation par la moyenne.
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