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Résumé. La représentation sous forme de réseaux permet de présenter des données
divers et variées entre des éléments. Ces données peuvent étre binaires, comme une pré-
sence/absence de relations, quantifiées, continues, ou étre valuées sur d’autres espaces. 11
est nécessaire de formuler des hypotheses parfois contraignantes pour proposer un modele
probabiliste adapté ces données. Des hypotheses d’appartenance des nocuds a des classes
latentes et une indépendance de la loi sur les liens conditionnellement a la loi sur les nceuds
conduit a des modeles comme Stochastic Block Model (SBM). 11 est possible de relacher
la contrainte sur l'espace latent comme dans I’Overlapping Stochastic Block Model ou le
Mixed Membership Block Model qui offre plus de libertés avec un espace latent continu.
Il est également possible de disposer d’information extérieures pouvant étre introduites
sous forme de covariables.

Cette présentation introduira les modeles de graphes a classes latentes Mixed Mem-
bership Block Model avec ou sans covariables pour diverses lois de probabilités sur les
liens. Elle présentera 'extension a la classe latente continue, et introduira une méthode
d’estimation basée sur le Variational-EM.

Mots-clés. Graphes aléatoires, Clustering, Stochastic Block Model, Mixed Member-
ship Block Model

Abstract. Various data can be written as networks. These data can be binary, such
as a presence/absence information, quantified, continuous or valued in arbitrary space. To
build probabilistic model which modelling this data, hypothesis are necessary. With hypo-
thesis as node membership into latent classes, and connectivity behavior which depends
only on classes, we obtain models like Stochastic Block Model (SBM). To drop constraints
on latent space which is a discrete one where a node only behave on one group, as done for
Overlapping SBM, or Mixed Membership BM (MMBM) which have a continuous latent
space. Also, it is possible to take care of external information using covariates.

This talk will introduce graph models with latent class of Mixed Membership Block
Model type, with or without covariates, with arbitrary distribution on edges, and it will
introduce a inference method based on a Variational-EM
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1 Introduction

Lorsqu’il existe des données entre couples d’éléments, qu’elles soient binaires, quanti-
fiées ou valuées sur d’autres espaces, la représentation d’icelles sous forme de réseaux est
un outil d’analyse efficace.

Cette vue de l'esprit est particulierement adaptée pour représenter des données bio-
logiques, comme dans les cas d’interactions entre protéines ou genes, des données éco-
logiques, avec des interactions entre des individus, ou des données sociologiques comme
dans le cas des réseaux d’interactions sociales.

Modéliser et analyser la structure des réseaux permet de déduire des informations
de haut niveau et de réduire la complexité de I'analyse d'un sous-ensemble de caracté-
ristiques. Un mode d’analyse classique est constitué par le clustering des noeuds d’'un
graphe, et un modele pour classer les noeuds d’un graphe peut étre le Stochastic Block
Model (SBM). Introduit par Nowicki and Snijders| [2001] il modélise les liens condition-
nellement a I'appartenance des nceuds a une classe non observée qui sera prédite par
le processus d’inférence. Ce modele peut s’étendre a des valeurs arbitraires sur les liens
[Mariadassou et al., |2010].

Toutefois pour certaines données, comme celles étudiées par Lagache et al. [2013], il
apparait nécessaire de vouloir relacher les contraintes d’appartenance stricte a une classe
et d’autoriser I'appartenance comme une notion floue entre plusieurs classes. Le modele
Overlapping SBM introduit par |Latouche et al.| [2011] permet d’appartenir & plusieurs
classes, mais présente le défaut de ne pas autoriser d’appartenir a n’importe quel degré de
mélange entre les classes. Pour appartenir a n’importe quel degré d’appartenance entre
les classes, [Daudin et al|[2010] propose d’introduire un ensemble de parameétres sur un
simplex entre les classes. Cette derniere approche, méme si permet de résoudre le probleme
d’appartenance, pose des problemes d’identifiabilité et n’est pas généralisable pour des lois
arbitraires et dans le cas de covariables.

Airoldi et al. [2009] proposent quant & eux d’introduire un modele, qu’ils nomment
Mixed Membership Block Model (MMBM) avec une premiere couche latente sur le méme
simplex que les parametres de Daudin et al. [2010], tout en conservant une seconde couche
latente avant la couche observé.

Je propose une extensions des modeles MMBM avec diverses lois de probabilités sur les
liens, avec des covariables optionnelles., Je propose également une méthode d’estimation
basées sur un EM variationnel adaptée a ces modeles.

2 Présentation du modeéle

Le modele doit permettre d’avoir une description continue du comportement de chaque
nceud. Pour atteindre ce but, chaque nceud est décrit par une variable latente continue
correspondante a la proportion de chaque comportement qu’elle adopte. Cette premiere
couche sera notée W.



Pour chaque lien possible, chaque noeud va adopter un comportement de liaison. Cette
réalisation ne va dépendre que du mélange de comportement caractéristique de chaque
neeud généré a la couche précédente.

Ensuite connaissant les comportements adoptés par chacun des noeuds pour chaque
lien, la loi sur le lien ne dépendra alors que des comportements adoptés par les deux
neceuds pour se connecter.

Introduisons quelques notations, soit :

— n, le nombre de nceuds;;

— (@, le nombre de comportements ;

— W les mélanges de comportements caractéristiques de chaque nceuds;

— Z les comportements adoptés par les noeuds pour se connecter entre nceuds ;

— X la matrice d’adjacence.

Le modele présenté sera donc le suivant :

W, ~Dle), i€[in]
Z;|W; ~ M(1, W), i, € [1,n]

Xij|Ziqujil =1~ Fqla Za] € [[Ln]]a Qal € [[LQ]]

a étant le parametre propre a la premiere couche latente, et F,; étant une loi connue
(mais paramétrée, de parametres a estimer).

3 Inférence

Pour réaliser I'inférence sous ce modele, c’est a dire pour estimer les parametres et
pour prédire les couches latentes, une stratégie de la maximisation de la vraisemblance
sera présenté.

3.1 EM et approximation variationnelle

La vraisemblance incompléete n’étant pas calculable en un temps raisonnable, comme
dans nombre de modeles a couches latentes, une stratégie basée sur I’Expectation—Maxi-
mization algorithm (EM) [Dempster et al., [1977] sera présentée.

L’étape E n’étant pas calculable non plus en un temps raisonnable, une stratégie
variationnelle |[Jaakkolal [2001] est utilisée et sera présentée.

L’EM avec approximation variationnelle se résumant donc a une maximisation alternée
avec les parametres variationnels d’un coté et les parametres originaux de I'autre.

Cette approximation variationnelle introduit de nombreux parametres qui feront 1’ob-
jet d'une explication détaillée dans la mise en ceuvre technique.



3.2 Mise en ceuvre technique

L’implémentation de cette méthode d’inférence doit se faire en considérant la dimen-
sion du probleme.

La maximisation par rapport aux parametres originaux ne pose pas de problémes
particuliers, elle peut se faire explicitement ou au moyen d’un algorithme de quasi-Newton
selon la loi utilisée, ces cas seront détaillés lors de la présentation.

La maximisation par rapport aux parametres variationnels n’est pas faisable par une
méthode d’itération d’une équation du point fixe, contrairement aux modeles de type
SBM. Une méthode de quasi-Newton stockant une approximation du Hessien n’est pas
utilisable au vu de la dimension du probleme.

Le choix adopté a été d’effectuer une reparamétrisation suivi d’un algorithme de quasi-
Newton stockant une version approché du Hessien sous forme implicite (L-BFGS), ce choix
sera présenté et détaillé dans la présentation.

L’initialisation joue un role important dans les méthodes de type EM, toutefois, cette
méthode est relativement robuste au choix de l'initialisation. L’absolute eigenvalues spec-
tral clustering a été choisi, cette méthode présentant de bonnes propriétés [Rohe et al.,
2011 dans le cas du modele SBM dont MMBM est le prolongement. Ceci sera illustré
pendant la présentation.

4 Application

Cette méthode a été utilisée sur des données de réseau, en simulation et sur données
réelles.

4.1 En simulation

Dans le premier cas des données ont été générées suivant le modele et la méthode
d’inférence a été appliquée. Ces résultats valident la méthode d’inférence et 'importance
mineure de la méthode d’initialisation.

De plus des données ont été simulés sous un autre modele, la méthode a été utilisée.
Nous constatons que les résultats restent cohérents avec 'attendu.

4.2 Données réelles

Cette méthode a été utilisée sur un jeu de données biologique déja analysé. Les résultats
seront présentés et commentés.
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