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Résumé. Nous proposons deux variantes de la méthode des moindres carrés pondérés
en quatre étapes pour l'estimation d’un modéle autorégressif multivarié a coefficients
aléatoires (MRCA). Les deux estimateurs proposés, qui different par les pondérations
utilisées, jouissent des propriétés de convergence et de normalité asymptotique sous des
hypothéses assez faibles, notamment sans aucune condition sur les moments du processus
observé. De plus, ils sont tous deux asymptotiquement plus efficaces que la méthode des
moindres carrés ordinaire en deux étapes déja connu pour ce modéle. Application sur des
données simulées et des données réelles illustre les méthodes proposées.

Mots-clés. Modele RC' A multivarié, modele ARC' H multivarié, méthode OLS en
deux étapes, méthode W LS en quatre étapes, estimateur de type Schick.

Abstract. We propose two variants of the four-stage weighted least squares method
for estimating the multivariate random coefficient autoregressive model (MRCA). The
proposed estimators, which differ from the used weights, are consistent and asymptotically
normal under quite mild assumptions, in particular without any moment conditions on
the observed process. Moreover, both estimates are asymptotically more efficient than
the two-stage ordinary least squares method already known for this model. Application
on both simulated and real data illustrates the proposed methods.

Keywords. Multivariate RC' A, multivariate ARC'H models, two-stage OLS' esti-
mate, four-stage W LS estimate, Schick-type estimate.

1 Introduction
Considérons le modele autorégressif multivarié a coefficients aléatoires d’ordre 1 (M RC'A (1)),

Y = ((I)O + Bt) Yt—1 + Et, t e Z, (].].)

soumis aux hypothéses suivantes :

A0 ®, est une m x m-matrice de nombres réelles.

A1l {g;,t € Z} est une suite de m X 1-vecteurs aléatoires indépendants identiquement
distribués (iid) de moyenne nulle et de matrice de covariance Go, définie positive.

1



A2 {B;,t € Z} est une suite de m x m-matrices aleatoires iid de moyenne nulle avec
hyper-matrice de variance E (vec (By)ved (By)) = Xo qui est définie positive.

A3 Les suites {e,t € Z} et {By,t € Z} sont indépendantes.

Nous faisons aussi 'hypothése de stabilité suivante :

A4 L’équation (1.1) admet une unique solution strictement stationnaire et ergodique.

Une condition suffisante pour que A4 soit satisfaite peut étre explicitée en termes des
entrées {(e¢, By) ,t € Z} de I’équation (1.1). En effet, si 7 désigne le plus grand exposant
de Lyapunov associé a (1.1) (Bougerol et Picard, 1992), alors d’aprés Bougerol et Picard
(1992), A4 est verifiée si v < 0.

Sous A0-A3, l'espérance et la variance conditionnelles du modele (1.1) sont données
respectivement par

E(y/Fii1) = Poyo1 = (yi_1 @ I) vec (Do) := i, (Do) -
Var (y/Fie1) = (yi_1 ®1) Zo (ye—1 ® I) + Go := H; (X0, Go)

I étant la matrice d’identité d’ordre m et F; la tribu générée par { (g5, Bs),s < t}. Ainsi,
(1.1) se réduit & un modele ARC H multivarié lorsque ¢ = 0 et & un modele AR vectoriel
pour X4 = 0.

Malgré la littérature abondante et continue concernant les modeéles autorégressifs a co-
efficients aléatoires univariés (ex. Aue et Horvath, 2011, Truquet et Yao, 2012, Aknouche,
2013), il semble que peu de travaux ont été consacrés au cas mulivarié. Nicholls et Quinn
(1982, Chapitre 7) sont les premiers a avoir proposé un estimateur des moindres carrés
ordinaire en deux étapes (25LS) pour le modeéle (1.1). La premiére étape estime la ma-
trice autorégressive ®( tandis que la seconde estime les variances ¥ et GGy des bruits du
modele. L’estimateur proposé est consistant et asymptotiquement normal, mais sous une
condition de moment d’ordre huit, trés contraignante sur le processus observé. D’autre
part, Praskova et Vanecek (2011) ont proposé pour le modéle (1.1) une généralisation de
I'estimateur de Schick (1996). Bien que leur estimateur posséde certains avantages par
rapport a l'estimateur 2SLS, il présente cependant I'inconvénient de ne converger que
sous 1’hypotheése du moment d’ordre deux du processus observé. De plus, leur méthode
n’estime que la matrice autorégressive @y et non les variances Gq et ¥y du modele. Dans
ce travail nous proposons deux variantes de la méthode des moindres carrés pondérés en
quatre étapes (4SW LS) pour lestimlation des parameétres du modéle (1.1). Les estima-
teurs proposés sont consistants et asymptotiquement Gaussiens sans aucune condition sur
les moments du processus observé. De plus, ils sont plus efficaces que 'estimateur 25LS
et, trivialement, s’adaptent au cas M RC'A (p) d’ordre supérieur.

2 Estimateurs 45W LS pour un modéle M RCA

Supposons qu’une tranche yi, ..., ¥, de la solution de (1.1) soit observée, partant de laquelle
nous désirons estimer &y, Gy et ¥y. Nous suivons ici la démarche des moindres carrés



pondérés en quatre étapes, laquelle est basée sur deux régressions principales : La premiére
concernant la moyenne conditionnelle du modéle, a savoir

Y = E(yi/ Fio1) + up = Poypp—1 + wy, ug = Byyr1 + &, (2.1)
tandis que la seconde est issue de la variance conditionnelle
wuy = Go+ (Y, @ 1) B (ye-1 @ 1) + Zy, (2.2a)

ou = = wu — E (wuy/Fi—1) et alors F (Z;/F;—1) = 0. Sous forme vectorielle (2.2a)
devient
Ve = Wt_leo + €, (22b)

ou

o0 = wvech (), go =vech(Go), by = (gh, o), Wio1 = [ Lngmsny2 Ziy |,
e, = wvech(Z,), v, =vech(wu)), Z, = H[(y-1 Q1)@ (y,-1 @ 1)) K',

H (200 o) et K7 (b xc ")
de duplication donnant la relation entre les opérateurs vec et vech. Posons \g = (¢, 96)'
ou ¢, = vec (D).

Nous proposons deux algorithmes d’estimation de Ay fondés sur les régressions (2.1)
et (2.2). La démarche étant la méme, mais la différence réside dans les pondérations

utilisées.

étant respectivement les matrices d’élimination et

2.1 Pondération via la variance conditionnelle

Le principe de la premiére méthode repose sur les quatre étapes suivantes effectuées
séquentiellement.

Etape 1 En se basant sur la régression (2.1), la matrice autoregressive ®( est estimée
via la méthode des moindres carrés pondérés :

vec (@ms) = argmind (3 — Dyoy) Hy (e — Pyo1)
ou la pondération est l'inverse de la variance conditionnelle, If_ft_ V= gt (i,é),

évaluée & des matrices & > 0, G > 0 définies positives arbitrairement fixées.
Etape 2 Ensuite, les matrices G et 3y sont alors estimées en se basant sur (2.20) via
la méthode des moindres carrés pondérés :

~ o\ -1
. n ~ ! / ~

Grwirs = argming Y, ; (0 — Wi_16) (htht> (01, — Wi 10),

avec comme pondération le "carré" de la matrice de pondération précédente h;h; avec

%t = vech (f[t> L’inobservable régressant v; dans (2.2) étant remplacé par le résidu,



V1 = Uy (&\Dlww), de (2.1), lequel est obtenu a partir de l'estimateur EI\>1WLS de I'étape

précédente.
Etape 3 &, est de nouveau estimée via la méme méthode que dans la premiere étape,

vec <(I)2WLS) = argming Z?:l (yt - q)yt—l), Htil (yt - (I)yt—l) )
mais en remplacant la matrice de pondération H, (i, é) par f[t = Ht@ﬂ/{/Ls, @1WLS),

laquelle est évaluée aux matrices X1y et Gryyrg estimées dans la deuxiéme étape.
Etape 4 Enfin, les matrices de variance Gg et ¥y sont de nouveau estimées en se

basant toujours sur (2.2b) via la méthode des moindres carrés pondérés,
-1

Oaws = argming Y0y (T — Wia0)' (Rihy) (B = Wirr),
SO
mais dont la pondération est 'inverse du "carré" de la variance conditionnelle <hth;>

avec h; = vech (Ht> est évaluée aux matrices Xqyyrs et Giwrs estimées a I'étape 2. Le

régressant v; dans (2.2b) est maintenant remplacé par le résidu vy de (2.1), obtenu a
partir de ’estimateur $2WLS de I’étape 3.

Une méthode similaire a été proposée par Aknouche (2015) dans le cadre des modeles
RC'A univariés. En raison de la linéarité de la moyenne et la variance conditionnelles
par rapports aux paramétres a estimer, la premiére méthode s’écrit en termes plus exacts
comme suit. B B

Algorithme 2.1 Etant donné deux matrices ¥ > 0 et G > 0 définies positives arbi-

trairement fixées. La méthode consiste en un quadruplet <<I>1WL5,91WL5, <I>2WLS,(92WL5>

d’estimateurs calculés selon les quatre étapes séquentielles suivantes.

n n

vee (Buwss) = | X (@) B (yzlm)) > (@D H 'y (23)

t=1 t=1
n o -1 5 .-
s = (3w (R) i) Yow (i)
t=1 t=1

n 1 n
vec (&\)ZWLS) = Z (e 1) Hy ' (y2, ® [)) Z (yer @ ) H 'y (2:4)

t=1 t=1
-1
-~ - OB " SUSNES |
Oowes = | DoWiy (luhy) WH) Sowiy (Rh)
t=1 t=1

ol fNIt = H, (ié); Et = U€Ch(]:’t), au = Yt — (/ISIWLSyt—I; 511& = vech (altallt)’ ﬁt =

~ ~ ~ ~ ~ R .,
H, (21WL57 GlWLS); hi = vech(Hy), Usr = yr — Powrsyi—1 et Vo = vech (Uzliy,).

Un avantage numérique de la méthode proposée et spécialement comparée & la méth-
ode du quasi-maximum de vraisemblance est que les estimateurs fournis ont une forme
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explicite ne nécessitant point le recours a des routines d’optimisation numériques 6 com-
bien encombrantes, spécialement dans le présent cas multivarié.

La consistance et la normalité asymptotique de l’estimateur proposé sont établies
sans aucune condition sur les moments du processus observé. Considérons I’hypothése de
moment suivante sur les bruits du modele (1.1).

A5 E (c5*) < oo, E (vec (Bl)®4) < 00.

Les matrices limites suivantes apparaissent dans le résultat de normalité asymptotique
figurant dans le Théoreme 2.1 ci-dessous. Elles existent bien entendu grace a A0-A5.

A (A0,5> = E ((y,f_1 o) H ' (4, ® 1)) et A(Xo,00) = E((yr @ D H (g, © 1)) .
B (A0,5> — E ((yt,l @ 1) By "H7 Y (), ® J)) et B (Mo, 00) = A (Mo, 0o) .

C ()\0,5) = A <A0,§> B (AO,'é) AL (AO,’é) et C' (Ao, o) = A~ (Mo, ) .

)\0,5> - E(Wt’,l(ﬁtﬁ;)*1WH> et D (Ao, 00) = E (W], (hehl) ' Wi_y)
B (Wi 1(hali) ™ B (evel/ Fir) (Rl Wis)
</\0,5> _ p! <A0,5> F (Ao,'é) D! ()\0,5) .

Théoréme 2.1 i) Sous A0-A4,

~ MmO
/N 7/ N
>
S
>
N———
[

= p.s. = p.S. - p.S. - p.S.
Diwrs — Po, Powrs — Do, Owrs — bo, Oawrs — Oo.
n—oo n—oo n—oo n—oo

iii) Si de plus A5 est vérifiée alors

NG <(/ISIWLS = <I>o) 5N (0, C <)\0,5>> Vi (@WLS - <I>0) L N (0, A7 (A, ) -

Vi (Bwns —80) 5 N (0.0 (08))s Vi (Brrss —0) 5N 020w t0)

Notons que la covariance asymptotique entre </131WL5 et @IWLS est nulle dans le cas de
normalité du modele.

2.2 Pondération par le résidu de la régression de variance con-
ditionnelle

Nous proposons un deuxiéme algorithme d’estimation du modéle (1.1) dont le principe est

le méme que le premier, mais qui en différe par le fait que les pondérations utilisées dans la

deuxiéme et quatriéme étapes dépendent de 'inverse du "carré" de I'erreur e; de régression
de variance conditionnelle (2.2b) plutdt que du carré, vech (H;) vech' (Hy), de la variance
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conditionnelle H,. Il s’avére que l'algorithme proposé peut étre vu comme extension de
la méthode de Schick (1996) en deux paliers. D’abord, en intégrant l’estimation des
variances du modéle, pUIS en généralisant cela au cas multivarié.

Algorithme 2.2 FEtant donné deux matrices 3 > 0, G > 0, définies positives arbi-

tratrement fizées. L’algorithme consiste en le quadruplet <<I>1WLS,/0\*1WLS, <I>2WLS,§;WLS>

d’estimateurs suivants. R
Etape 1 Calculer vec (@’{WLS> d’aprés (2.3).

Etape 2 0,5 = argming Y., (01, — Wi16) (&) " (T — Wi_16),
ol € =1y, — Wb, ujy =y — Plyypsye—1 et vy, = vech (uj,ug;) -

Etape 3 Calculer vec ((ISEWLS selon (2.4) tout en remplagant O s par 91WLS

Etape 4 92WLS = arg ming > , (th W,_10)' (etet) (v3, — Wi_10)

ol ey = v — Wi 191WL57 Usy = Y — (I)ZWLSytfl et vy, = vech (uz,ug;) .

Nous montrons sous A0-A5 que I'estimateur fourni par 1’Algorithme 2.2 est consistant
et asymptotiquement Gaussien.

Enfin, nous montrons aussi que seulement sous ’hypothése de Normalité du modéle,
les deux estimateurs proposés ont le méme niveau d’efficacité asymptotique. Une étude
de simulation est alors conduite pour comparer les deux estimateurs en échantillons finis,
tandis qu’une application réelle illustre le travail.
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