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Résumeé. L'objectif est d’inférer un réseau de régulation de facteurs de transcriptions
(FTs), régulateurs clés de 'expression des génes, d’ Arabidopsis thaliana, a partir de don-
nées d’expression. Les 1937 FTs sont les variables statistiques et les 2670 données sont les
observations. Nous représentons ce réseau par un modeéle graphique gaussien dont il faut
déterminer les arétes. Pour ce faire, nous cherchons pour chaque variable (FT) I'ensemble
des variables explicatives (FTs régulateurs) a I'aide de régressions linéaires pénalisées trai-
tées de maniére indépendante. Une approche préliminaire qui consiste & sélectionner un
ensemble de variables du chemin de régularisation via un critére de vraisemblance péna-
lisée s’avére étre instable et fournit trop de variables explicatives. Pour contrecarrer cela,
nous mettons en compétition deux procédures fondées sur le rééchantillonnage dans le
but de disposer, non plus d’un, mais de plusieurs chemins de régularisation par variable
régressée. La premiére procédure choisit un ensemble de variables par sous-échantillon et
ne conserve que les variables les plus fréquentes a 1’aide d'un seuil. La seconde confronte
directement les sous-échantillons entre eux et garde celui de plus grande vraisemblance.
La performance de ces procédures a été évaluée sur des jeux simulés de méme structure
que le jeu réel.

Mots-clés. Inférence de réseaux biologiques, haute dimension, modéles graphiques
gaussiens, LASSO, rééchantillonnage, critéres de vraisemblance pénalisée.

Abstract. The goal is to infer a regulatory network of transcription factors (TFs),
key regulators of gene expression, of Arabidopsis thaliana, using transcriptome data. Our
variables are the 1937 TFs and our observed values are the 2670 data. The network
is represented by a graphical gaussian model which edges have to be indentified. For
each variable (TF) we look for the set of relevant variables (regulators of TFs) using



independant penalized linear regressions. A first approach which consists in selecting a set
of variables from the regularization path with the help of a penalized likehood criterion is
unstable and provides too much relevant variables. To solve this problem, two procedures
based on resampling are confronted so that we dispose of several regularization paths per
regressed variable rather than an only one. The first procedure selects a set of variables per
sub-sample and only keeps the most frequent variables with the use of a threshold. The
second one directly confronts sub-samples among themselves and keeps the one having
the highest likehood. The performance of these procedures were evaluated on simulated
data with the same structure than our real data.

Keywords. Biological network inference, high dimension, gaussian graphical models,
LASSO, resampling, penalized likehood criteria.

1 Introduction

1.1 Contexte

Le but de cette contribution est d’inférer un réseau de régulation orienté entre les
facteurs de transcription (FTs) d’Arabidopsis thaliana (At), plante modéle. Les FTs sont
des génes qui controlent 'expression des autres génes, représentant des acteurs clés des
réseaux de régulation. Nous avons n données d’expression pour chacun des p FTs d’At.
Ce probléme de haute dimension s’inscrit dans un cadre statistique raisonnable (p ~ n).

1.2 Modélisation

L’objectif est de déterminer, pour chaque FT, I’ensemble de ses FTs régulateurs. D’un
point de vue statistique, nous considérons les p = 1937 FTs comme étant nos variables et
I’ensemble Z des n = 2670 données d’expression comme étant nos observations. La matrice
d’observations X de taille n x p est centrée et réduite en colonnes.

On modélise le réseau a inférer par un graphe G ot les F'Ts correspondent & ses noeuds
et les liens de régulations a ses arétes. Une aréte dirigée du noeud j' vers le noeud j signifie
que j' régule j. G sera un modeéle graphique gaussien (GGM) dont il faut déterminer la
matrice d’adjacence Ag. Nous adopterons les notations suivantes :

— X suit une loi normale multidimensionnelle N (0, )
— Un noeud j est représenté par une variable gaussienne X; ~ N (0,1).
— XM (resp. X~M) la matrice de taille n x M| (resp. n x (p - |M])) correspondant &
la restriction de X aux variables X, pour ¢ € M (resp. pour ¢ € MY). Si M = {j},
on posera X7 = XU} (resp. X7 = X~U}),
Notons qu'un GGM est généralement utilisé pour fonder un graphe non orienté via
I'estimation de sa matrice de précision symétrique K = (3)7'. Le graphe que nous désirons
construire étant orienté, nous ne chercherons pas a estimer K.



1.3 Meéthodologie
Le cadre gaussien induit la propriété suivante :
X variable explicative de X; (j’ régule j) < 6, #0
0, est le coefficient de X, dans le modéle de régression de X sur les autres variables :
T
. . .= Y Y )
X7 =X70; +¢; avec O; {0“"7 e {L, ’p}\j} N ‘ )
€ ={€1, - €n )T tq {€;}icqr,. ny 1..d de loi N(0,02)

On désignera par support de j, 'ensemble S; des variables explicatives a la variable
régressée X (S; = {7’ tq 6, # 0}). Estimer Ag revient a estimer le support des p variables.
Pour cela, Meinshausen.N et Bithlmann.P [1] ont proposé la procédure Gauss-LASSO qui
effectue p régressions linéaires pénalisées indépendantes d’une variable sur les autres.

2 Procédure Gauss-LASSO + BIC

Pour un X;, Gauss-LASSO fournit un chemin de régularisation. Le support estimé
correspondra a celui dont la pénalité associée A; est choisie par BIC. En voici le détail :

—~ 1 ) )
1. Régression pénalisée par LASSO : ©5%°()\;) = argmin(—HXJ - X703+ )\jH@Hl).
— Collection de modéles obtenue : ML“S = {XJ = X" J@L“s()\ ) +’“L“S}/\_.
— Ensemble de supports associés : SjL“s = {SL“S()\ ) = {j tel que AL“S()\ )+ O}}

2. Réestimation des coefficients dans les supports par moindres carrés ordinaires :
) nNGL ) _ . i §La5()\ ) 2
V)\]’ (9‘7‘7‘7"()\‘7))‘7‘/657}(15()\3_) - al"génlnHXJ X 7 ! @”2
Cette étape ne modifie pas les supports mais la vraisemblance des modéles associés :
: e - AfGL _ GL _ BGL ~GL
— Nouvelle collection de modele : Mj™ = {Mj ()\j)})\ {XJ X705\ +¢ },\
— Ensemble de supports associés inchangé : S]-GL = S]LGS.
3. Sélection par le critéere BIC d'un A; et par conséquent du support de SjGL associé :
APIC = argi\mln( ~2Wpnao (MFE(N))) + S5 (N))|log(n)).

ot Vipaz (M) est la log-vraisemblance maximisée du modeéle M en ses paramétres.

Les p supports {@GL(AfIC)}j contiennent en moyenne 196 variables. La sélection est
trop peu parcimonieuse. De plus, en appliquant la procédure a des matrices d’observations
simulées de taille n x p de loi A'(0,E) ou 3 est la matrice de covariance estimée sur le
jeu réel X, on s’apercoit que les supports estimés sont trés variables d’un jeu a 'autre :
la procédure s’avére trés instable. Pour stabiliser les supports estimés, nous avons mis en
place des procédures fondées sur le rééchantillonnage.
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3 Stabilisation par rééchantillonnage

Le but du rééchantillonnage est, en perturbant les données, de proposer a X; non plus
un ensemble de supports candidats comme le fait le Gauss-LASSO, mais plusieurs. Pour
diversifier au maximum ces ensembles de supports, nous proposons de rééchantillonner
par Sample-Splitting (SS), inspiré de [3] :

— Tirage de m/2 sous-ensembles Ji,, ..., T2 du jeu Z, tels que |Ji| = ... = |Tp2| = [g]

— Rajout des m/2 ensembles complémentaires (Vk;, Tnjo+k = (jk)c) dans 7.
— Restriction de X a chacun des m jeux créés : Vk € {1,..,m}, on pose "X = X7,
— Création de m sous-modéles pour X; : Vke {1,...,m}, WX =M XTI 0, +¢;.
— Application de Gauss-LASSO sur chacun d’eux. Obtention de m collections de mo-
deéles (k)MJGL = {(k)MjGL((k))\j)}(k)/\j et ensembles de supports (k)SjGL = {(k)SjGL((k))\j)}(k))\j.

Pour gagner en stabilité, nous exploitons par la suite ces ensembles de supports candi-
dats avec deux procédures, Gauss-LASSO stabilisé et Gauss-LASSO enrichi, construites
différemment dont nous calibrerons les parameétres et comparerons les résultats.

4 Gauss-LASSO stabilisé

Comme Bolasso [4], nous nous inspirons du principe de stabilité dans la sélection [2] :
— Vke{1,..,m}, choix dans (k)SjGL, du support (k)ngL ((k))\fﬂc) désigné par BIC.
— Calcul du score de chaque variable explicative candidate, & savoir sa fréquence d’ap-

.. . . . 1&
parition dans ces m supports : V5" € {1,..,p}\j, S(4,7') = - Z Ljicmygor (mpproy.
k=1 J J

— Création du support final avec les variables candidates aux scores plus élevés qu'un
seuil s; a calibrer : :SEGLStab(sj) = {j' e{1,..,p}\J, ta S(j,J') > sj}.

Notons ici que le SS permet de mieux controler le nombre de variables sélectionnées
a tort qu’un rééchantillonnage classique : une variable au score élevé est sélectionnée sur
plusieurs sous-échantillons disjoints et s’avére donc étre effectivement stable.

Il reste a calibrer s;. Une bonne calibration doit rendre la procédure suffisamment par-
cimonieuse pour qu’elle permette un bon compromis entre complexité et prédiction. Nous
calculons, en fonction de s;, I'erreur de prédiction des variables explicatives sélectionnées
par une procédure de validation croisée (10-fold). L’erreur de prédiction va étre utilisée
pour établir un bon compromis complexité-prédiction. Son calcul étant lourd, il a uni-
quement été réalisé pour cing variables représentatives du panel. Nous présenterons des
moyens peu coliteux de calibrer le seuil de chacune des p variables régressées, fondés sur les
log-vraisemblances des modéles associés aux supports candidats {@GLSt“b(sj)}sj, estimant

des supports {@GLSM (5;)}; de tailles réduites de moitié comparé & Gauss-LASSO+BIC et,
pour les cing variables représentatives, présentant des erreurs de prédiction raisonnables.
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Figure 1 - Tracé, pour une variable représentative, de I’évolution de I’erreur de prédiction
(ordonnée) des variables de EJGLSt“b(sj) et de leur nombre (abscisse) lorsque s; varie. Le
point associé a s; = 1 est en rouge et celui associé a s; = 0 en bleu. Les seuils résultant en
un bon compromis prédiction-complexité escompté sont ceux entourés en vert.

Néanmoins, nous nous efforcerons de calibrer les seuils plus précisément pour obtenir
des supports de taille minimale dans la zone entourée en vert et ainsi fournir une procédure
plus stable.

5 Gauss-LASSO enrichi

Cette procédure enrichit la collection de modéles MJGL résultant de Gauss-LASSO en
la collection regroupant 1’ensemble des modéles issus du rééchantillonnage :
— Création de la collection MjGLe"” =U (k)/\/lfL et de ’ensemble SJ-GLE"” =U (k)SjGL.

k=1 k=1
— Regroupement des modéles de méme dimension en sous-collections : VD > 1,

M]-GLe"”(D) = {M € MJGLB””, |§M| = D} avec Sy € SjGLe"” support associé a M.
— Choix dans chaque sous-collection du modéle de plus grande log-vraisemblance :

VD >1, DM (D) = argmax {Vie. (M)}, avec deux cas possibles (I =1 ou 2) :
MJC_Y'LenM(D)

— Vinaz (M) = vk (M) calculée sur le sous-échantillon de sélection J;, de M (I =1).
— Vinae (M) = v (M) calculée sur le jeu entier Z (I = 2).

— Etablissement de la meilleure collection de modéles Miee(l) = {OM (D)} ps1 et
de I'ensemble des supports associés S;"**(1) = {(l)@max(D)}Dzl.

— Sélection du support final S\’]-GLB””(Z) de S"**(1) par heuristique de pente ([5], [6]).

Contrairement a Gauss-LASSO stabilisé, elle ne retient donc pas un support dans chaque
ensemble issu du rééchantillonnage mais crée le meilleur ensemble de supports possible.
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Variable explicative n°3 | Figure 2 - Tracé , pour une variable
représentative, de 1’évolution de V..
(évaluée sur les sous-jeux) des modéles
de la meilleure collection M7**(l = 1)
en fonction de la taille de leur support.
La courbe présente un comportement
linéaire pour des tailles de supports éle-
vées propice & 'application de I’heuris-
tique de pente. Notons (1)/@ la pente de
cette partie linéaire.
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Le choix de I'heuristique de pente comme critére de vraisemblance pénalisée est motivé
par son caractére non asymptotique contrairement & BIC. Elle adapte, en effet, la pénalité
a la collection de modeéles (penyp(M) =2x (l)mj X ‘g M‘ avec Sy support associé au modéle
M). Les supports ,’S’\]GLG””(Z ) ainsi estimés par Gauss-LASSO enrichi dépendent fortement
du jeu de données sur lequel les log-vraisemblances sont calculées. Nous illustrerons le fait
que ces supports sont stables lorsque la log-vraisemblance de chaque modéle est évaluée

sur le sous-jeu J associé a son sous-échantillon de sélection.

Enfin, nous illustrerons le fait que pour une variable X;, les supports estimés par
Gauss-LASSO stabilisé et enrichi sont de taille comparable et ont un grand nombre de
variables explicatives en commun.
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