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Résumé: La méthode de dérivée filtrée avec p-value (FDpV) est un algorithme de détection
de rupture a posteriori. Elle consiste en deux étapes : dans la première, on utilise la fonction
dérivée filtrée (FD) pour sélectionner un ensemble de points de rupture potentiels ; dans la
seconde étape, on calcule la p-value pour chaque point de rupture potentiel afin de ne retenir
que les vrais positifs et rejeter les faux positifs (fausses alarmes). Le calcul de la fonction
dérivée filtrée (FD) est basée sur deux extra-paramètres : le seuil de détection et la taille de
la fenêtre. Nous estimons les extra-paramètres optimaux de la fonction FD, afin de diminuer
le nombre de fausses alarmes (FA) et des points de ruptures non-détectés (ND). Ensuite,
nous calculons l’impact d’une non-détection et d’une fausse alarme sur l’erreur quadratique
moyenne. Enfin, nous simulons quelques exemples par une méthode de Monte-Carlo.

Mots clès: Détection de point de rupture ; La méthode Dérivée Filtrée avec p-Value ; Extra-
paramètres de la dérivée filtrée ; Erreur moyenne quadratique intégrée (MISE).

Abstract: The Filtered Derivative with p-Value method concern the off-line change point
detection. It is a two-step procedure. In the first step, we use the Filtered Derivative (FD) to
select a set of potential change points, using its extra-parameters - namely the threshold for
detection, and the sliding window size. In the second one, we calculate the p-value for each
change point in order to only retain the true positives (true change points) and discard the
false positives (false alarms). We estimate the extra-parameters of the function FD, in order
to have the fewest possible false positives and undetected change points (ND). After setting
the extra-parameters, we need to know whether the absence of detection or the false alarm
has more impact on the Mean Integrated Square Error (MISE), which prompts us to calculate
the MISE in both cases. Finally, we simulate some examples with a Monte-Carlo method.

Keywords: Change points detection ; Filtered Derivative with p-Value ; Filtered Derivative
extra-parameters ; Mean Integrated Square Error (MISE).

Introduction
La détection de rupture a posteriori dans une série chronologique est une méthode statistique
pertinente pour les application en finance [5, 13], médecine [7], réchauffement climatique [12],
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physique-chimie [8], neuro-physiologie [10, 6]. La méthode FDpV a une complexité en O(n),
en temps de calcul et en espace mémoire, avec n taille de la série [4, 11, 9], mais le problème
des fausses découvertes n’est pas totalement résolu à la première étape (FD) même si grand
nombre de ces points seront rejetés à la deuxième étape (pV). Toutefois, le calcul de leur
p-value augmentera le temps d’exécution du programme. Ainsi, une méthode qui permet de
choisir les extra-paramètres de la fonction FD semble primordiale. De plus, nous avons cherché
à comprendre l’importance de l’impact des fausses alarmes et celui de la non-détection sur
l’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE).

1 Description du modèle et rappel de la méthode FDpV

1.1 Description du modèle

Dans cette présentation, nous utiliserons le modèle simplissime suivant : SoitX = (X1, X2, . . . , Xn)
une série indexée par le temps t = 1, 2, . . . , n telle que :

— t 7−→ µ(t) = µk une fonction par morceaux constante pour tout t ∈ (τk, τk+1] ;
— τ = (τ1, . . . , τK) une configuration de K points de rupture, par convention τ0 = 0 et

τK+1 = n ;
— µ = (µ0, . . . , µK) une configuration de K moyennes ;
— δ = (δ1, . . . , δK) une configuration des décalages où δk = µk−µk−1, pour k = 1, . . . , K ;
— Xt ∈ N (µk, σ

2) pour t ∈ (τk, τk+1] avec k = 0, . . . , K.

1.2 La méthode Dérivée Filtrée avec p-Value (FDpV)

La méthode FDpV est basée sur deux étapes. La première consiste à utiliser la fonction Dérivée
Filtrée (FD) pour sélectionner les points de ruptures potentiels. La seconde étape calcule la
p-value pour chaque point de rupture potentiel afin de ne garder que les points de ruptures
réels. La méthode est définie précisément dans ce qui suit.

Etape 1 : Dérivée Filtrée

La première étape dépend de deux paramètres : la taille de la fenêtre A et le seuil de séléction
C1.

1. Calcul de la fonction Dérivée Filtrée :

Définition 1.1 La fonction Dérivée Filtrée est définie par la formule suivante :

FD(t, A) = µ̂(X, [t+ 1, t+ A])− µ̂(X, [t− A+ 1, t]), (1.1)
pour A < t < n− A,

avec µ̂(X, [u, v]) := 1
(v−u+1)

×
∑v

t=uXt la moyenne empirique des variables Xt avec
t ∈ [u, v]

Cette méthode consiste à filtrer les données en calculant les estimateurs du paramètres
µ avant d’appliquer une dérivation discrète. Ce qui explique le nom "méthode de la
Dérivée Filtrée " [2, 1]. La quantité A×FD(t, A) peut être calculée de manière itérative
en utilisant

A× FD(t+ 1, A) = A× FD(t, A) +X(t+ 1 + A)− 2X(t+ 1) +X(t− A+ 1)
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2. Détermination des points de rupture potentiels

Définition 1.2 Les points de rupture potentiels notés τ ∗k , pour k = 1, . . . , K∗ sont les
maximums locaux de la valeur absolue de la fonction dérivée filtrée |FD(t, A)|.

Pour la réalisation de la détection, on suit l’algorithme suivant :
(a) Sélectionner le point de rupture potentiels τ ∗k qui est le maximum global de la

fonction |FDk(t, A)|,
(b) Définir les valeurs de la fonction FDk+1 à zero afin que la largeur de l’amplitude

du point de rupture τ ∗k soit égale à 2A.
(c) Itérer cet algorithme tant que |FDk(τ

∗
k , A)| > C1.

Etape 2 : Calcul de la p-Value

Un point de rupture potentiel peut être une fausse alarme ou une estimation d’un point
de rupture réel. Dans le deuxième cas, il existe alors une erreur d’estimation ε sur la
location du point de rupture qu’il faut rectifier pour chaque point de rupture τ ∗k , [3, 4].
Donc, pour chaque intervalle, on calcule un estimateur de la moyenne

µ̂k := µ̂(X, [τk + εk, τk+1 − εk+1]).

Ensuite, on élimine les fausses alarmes pour ne garder que les vrais points de rupture.
Dans [3], on applique le test d’hypothèses suivant :

(H0,k) : µ̂k = µ̂k+1 versus (H1,k) : µ̂k 6= µ̂k+1 pour tout 1 ≤ k ≤ K

Enfin, on calcule les p-values p∗1, ..., p∗K associées chaque point de rupture potentiel
τ ∗1 , ..., τ

∗
K tel que

p?k = 2×
{

1− Std(|tk|)
}
' 2×

{
1− Φ(|tk|)

}
, (1.2)

avec : - Std la fonction de répartition de la loi de Student de degré d = Nk + Nk−1 − 2

tel que Nk =
{

(τ ∗0 − ε0)− (τ ∗k + ε0)
}
,

- Φ la fonction de répartition de la loi Gaussienne
- t∗k suit la loi de Student de degré d avec

t∗k =
µ̂k − µ̂k−1√
S2
k−1

Nk−1
+

S2
k

Nk

,

où Sk =

√(
1
Nk

∑τk+1−ε0
t=τk+ε0

X2
t

)
− µ̂2

k est l’écart type.

Le point de rupture est validé si p∗k < p∗ (p∗ un seuil de détection).

2 Choix des extra-paramètres de l’étape 1
Toutes les méthodes d’analyse de points de ruptures dépendent d’extra-paramètres. La mé-
thode FDpV dépend de deux extra-paramètres : la taille de la fenêtre A et le seuil C1.
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2.1 Monte-Carlo simulation

Ces simulations Monte-Carlo sont faites pour M = 1.000. Soit (Xj
1 , X

j
2 , . . . , X

j
n) une séquence

de variables aléatoires gaussiennes simulées où n = 5.000 et j = 1, . . . ,M , avec une variance
σ2 = 1 et une moyenne µt = f(t) où f est une fonction par morceaux constante avec un
certain nombre de points de rupture en des temps différents τ et avec différentes moyennes
µ. Dans chaque exemples 1, nous appliquons la méthode FDpV pour différentes valeurs des
extra-paramètres A and C1. On fait varier le paramètre A entre 20 et 220 en rajoutant 10 et
le paramètre C1 varie entre 0.1 et 1 en rajoutant 0.05.

Example 1

Les figures 1 and 2 représentent respectivement l’évolution du nombre moyen des points de
rupture non-détectés et l’évolution du nombre moyen des fausses alarmes en fonction des
extra-paramètres A and C1 où n = 5000 ; τ = (1000, 1250, 1500, 2000, 3500, 4000, 4500) et
δµ = (−0.5,−1,−1.5, 0.5, 1, 1.5) avec δ0 = 0.5.

Figure 1 – The mean of the num-
ber of undetected change points

Figure 2 – The mean of the number of
false alarm

Ces figures 3(a) et 3(b), ci dessous, représentent les contours du nombre moyen des points
de rupture non-détectés et ceux du nombre moyen des fausses alarmes. Ces contours aident
à définir un ensemble admissible d’extra-paramètres. La zone hachurée dans la figure 3(c)
correspond à l’intersection de zero ou un point de rupture non détecté et zero ou une fausse
alarme. Dans ce cas, le choix d’une taille de fenêtre A ≥ 70 et d’un seuil C1 ∈ [0.15, 0.22]
assure un nombre moyen des points de rupture non-détectés et un nombre moyen de fausses
alarmes inférieur à 1.

1. L’algorithme de la méthode FDpV et les simulations Monte-Carlo ont été implémentées par Guillaume
Paugam (ingénieur en informatique), en tant que membre du projet ANR "Do Well B.", grant ANR-12-BS01-
0016-01.
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(a) The contour of the mean number of unde-
tected change points.

(b) The contour of the mean number of false
alarm.

(c) The overlap contour of 3(a) and 3(b).

Figure 3 – The contours of the figures 1 and 2 and their overlap

2.2 L’impact du MISE

Définition 2.1 (Mean Integrated Square Error) Soit τ1 et τ2 deux points de rupture.
L’erreur moyenne quadratique intégrée entre τ1 et τ2 est définie par

MISE(τ1, τ2) := E

(
τ2∑
t=τ1

|ŝ(t)− s(t)|2
)
.

où s(t) =
∑K

k=0 µk × 1(τk,τk+1](t) est le signal traité et ŝ(t) =
∑K̂

k=0 µ̂k × 1(τ̂k,τ̂k+1](t) le signal
estimé avec µ̂k = µk ± ε.

Proposition 2.2 On définit ∆MISEND = MISEwithND −MISEwithoutND
et ∆MISEFA = MISEwithFA −MISEwithouFA

— Si
(
µ2 − µ1

σ

)2

> 2, alors ∆MISEND > ∆MISEFA, l’impact des non détections est

plus important que celui des fausses alarmes.

— Si
(
µ2 − µ1

σ

)2

<
8

τ3 − τ1
, alors ∆MISEND < ∆MISEFA, l’impact des non détections

est moins important que celui des fausses alarmes.
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Conclusion
Notre analyse suggère une méthode générale pour optimiser les paramètres de la fonction
dérivée filtrée dans la première étape de la méthode FDpV. En donnant les valeurs précises
à choisir pour la taille de la fenêtre et le seuil de détection, A > 70 et C1 ∈ [0, 15, 0, 22],
on réduit le nombre de fausses découvertes. Ainsi, dans la deuxième étape, on calcule moins
de p-valeurs, ce qui nous permet de gagner en temps de calcul et en mémoire. Enfin, nous
avons étudié l’impact des fausses alarmes et les points de rupture non détectés sur l’erreur
quadratique moyenne intégrée (MISE) afin de déterminer celle qui a un impact plus important.
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